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1. Поняття рівняння другого степеня з па­
раметром і алгоритм його розв’язання
Зі шкільного курсу алгебри відомо, гцо рівнян­
ня виду ах? + Ьх + с = 0, де а, Ь, с — дійсні чис­
ла, а ф 0, х — змінна, називається квадратним. 
Дотримуючись аналогічних міркувань, сформу­
люємо означення.
Означення. Рівнянням другого степеня з па­
раметром (параметрами) називатимемо рівнян­
ня виду /(а) ■ х2 + ф(а) • х + h(a) = 0, де /(а), ер (а) 
та h[a) — аналітично задані функції параметра 
(змінної) а, х  — змінна.
Наприклад, рівняння:
а) бх2 + 19ах + 5 = 0, де
/(а) = 6, ф(а) = 19а, /г(а) = 5;
б) 2ах2 -  (7а + 1)х -  11 = 0, де
/(а) = 2а, ф (а) = - (7а + 1), h[a) = -11;
в) у? -  36а2 = 0, де
/(а) = 1, ф (а) = 0, h[a) = -36а2 (неповне);
г) 9со? -  45х = 0, де
/(а) = 9а, ф(а) = -  45, h(a) = 0 (неповне);
д) (а + б)*2 + (19а -  1)х + 5 -  20а = 0, де
/(а) = а + 6, ф (а) = 19а -  1, /г(а) = 5 -  20а,-
Із наведених прикладів випливає, що рівнян­
ня другого степеня з параметром може бути 
повним, неповним.
Якщо існують значення параметра а  при яких 
/(а) = 0, то для них це рівняння набуває вигляду 
Ф (а) • х + h (а) = 0, тобто стає лінійним.
...... Для ,.в.сіх значень параметра, а, при ..яких
/(а) ф 0, рівняння другого степеня з параме­
тром /(а) ■ X2 + ф (а) • л' + h (а) = 0 називають 
квадратним із параметром а.
Із наведених прикладів рівняння а), в) — ква­
дратні рівняння з параметром а, а рівняння 
б), г), д) — залежно від значень параметра а, 
стають лінійними чи квадратними.
Рівняння другого степеня з параметром (та 
рівняння, яке зводиться до нього) розв’язують 
аналітично, дотримуючись такого алгорит­
му.
1. Привести рівняння з параметром (якщо це 
можливо) до виду/(а) ■ а 2 + ф (а) • а  + h[a) -  0. .
2. Виписати функції (коефіцієнти) /(а), ф (а), ; 
h(a) рівняння.
3. Розглянути випадок, коли/(а) = 0, якщо це 
можливо. Це випадок лінійного рівняння.
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4. Розглянути випадок, коли /(а) Ф 0 (це ви­
падок квадратного рівняння з параметром). За­
писати дискримінант D даного квадратного рів­
няння за формулою D = ф2(а) - 4 /(а) ■ 1г(а).
5. Дослідити дискримінант квадратного рів­
няння та визначити його розв’язки:
5.1. Розв’язати нерівність D > 0 і для всіх 
її розв’язків знайти два розв’язки квадратного 
рівняння
v _  -Ф(а)±7ї> .
12 2/(а)
5.2. Розв’язати рівняння D = 0 і для всіх 
його розв’язків знайти розв’язок квадратного 
рівняння
V- _ V n _ _  Ф (° ) 
х \  ~  х 2 - 2/(а) ’
5.3. Розв’язати нерівність D < 0 і вказати, 
що для всіх її розв’язків квадратне рівняння 
розв’язків не матиме.
Записати відповідь для всіх значень параме­
тра а (і для тих, при яких /(а) = 0, і для тих, 
при яких/(а) Ф 0).
Приклад застосування вказаного алгоритму 
подано в таблиці на с. 17.
2. Приклади розв’язання рівнянь другого 
степеня з параметром
Розв’яжіть рівняння з параметром а:
(а -  Цх2 + 2(2а + 1)х + 4а + 3 = 0.
Розв’язання.
. .. Якщо-а— 1 •= 0, -тобто а-= 1,-то рівняння-буде-
7
лінійним: 6х + 7 = 0; х  = ~ — .
6
Якщо а -  1 ф 0, тобто аФ 1, то рівняння буде 
квадратним. Випишемо коефіцієнти квадратно­
го рівняння /(а), ф(а), h(a): /(а) = а -  1; ф (а) = 
= 2(2а + 1); h(a) = 4а + 3.
Знайдемо дискримінант квадратного рівнян­
ня: D = ф2(а) - 4Да) ■ !і(а) = 4(2а + І)2 -  4(а -  1) • 
• (4а + 3) = 4(4а2 + 4а + 1 - 4а2 - За + 4а + 3) =
= 4(Гш -Г4)........... .....................................
Розв’яжемо квадратне рівняння залежно від 
знака його дискримінанта.
4.1. Якщо D > 0; 4(5а + 4) > 0; 5а + 4 > 0;
4
а > -- -  , то при таких значеннях параметра рів­
няння буде мати два різні корені:
_  -ф (а)±7о _  -2(2а+1)±2\/5а+4 __
2,/;(і} ..... 2 (а 4 )
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_  2а+\±\[ЬалА
а- 1
4.2. Якщо D = 0; 4(5а + 4) = 0; а = - ~ ,  тоО
рівняння матиме два рівні корені:
„  _ v _ -ф(а) _  -2(2а+1) _ -2а-1 _
А 1 '  - л 2 ---------------------------------2Да) 2(а-1)
- " Й К і К  і
а-1
- І - 1
4.3. Якщо D < 0; 4(5а + 4) < 0; а < - —; рів­
няння не матиме коренів.
Позначимо знайдені розв’язки на прямій па­
раметрів та запишемо відповідь (мал. 1).
ХЄ0  -<2а+1*/55^
^
Мал. 1
Відповідь. Якщо а  є , то х є( 0; якщо
а = - ~  , то х  = - ~  : якщо а є  (-^ ;1  )и  (1; +°°), то 5 3 \ 5 /
Х = -
2а+1±\/5а+4
а-1 якщо а = 1, то х  = -
7
6 '
Розв’яжіть рівняння з параметром а:
(а2 + а -  2)ла + 2а2л: + а2 -  1 + ах + Зх = 0. 
Розв’язання.
Приведемо рівняння до вигляду:
І /(а)*2 + Ф (а)х + hla) = 0: (а2 + а -  2Ьс2 +
І + (2а2 + а + 3)х + а2 - 1 = 0.
( Якщо а? + а -  2 = 0, тобто а = -  2 або а = 1,
І то рівняння буде лінійним; зокрема, при а = -  2:
І і
І 9х + 3 = 0; х -= -~  : ПРИ а -  1: 6х = 0; х = 0.
Якщо а2 + а -  2 *  0, тобто а ф -  2, а *  1, 
то рівняння буде квадратним; випишемо ко­
ефіцієнти /(а), ф (а), h (а) квадратного рів­
няння:
Таблиця
Розв’яжіть рівняння ах + ахг + а -  2 = хг + 3 *  з параметром а
ах + ах2 + а -  2 = хг + Зх; ах + ахг + а -  2 -  хг -  Зх = 0; 
(а -  1)х2 + (а -  3)х + а  -  2 = 0____________________________
Приводимо це рівняння до виду 
1 (а) • х2 + <р (а) ■ х + h (а) = 0
/  (а) = а -  1, ер (а) = а -  3, h (а) = а -  2 Визначаємо коефіцієнти 
f(a), ф (a), h (а)
/ ( а )  = а -  1 = 0 ,  
а = 1
(1 -  1)х2 + (1 -  3)х + 1 - 2  = 0;
-2х  -  1 = 0 ,  х  =  - ~
2
Розв’язуємо рівняння для випадку, 
коли 1(a) = 0
f(a) = a -  1 ф 0, 
a *  1
D = (а -  З)2 -  4(а -  1)(а -  2) = 
= -З а 2 + 6а + 1
Розв’язуємо рівняння для випадку, 
коли 1 (а) ф 0, Обчислюємо D
5.1
-З а 2 + 6а + 1 > 0 ,
За2 -  6 а , -  1. < 0, .....
3-2n/3. 3+2\[3 \ає J і а ф 1
~(а-3)±7-3а2+6а+1 
Хі-2 ^(аТ)
Знаходимо значення параметра а, при 
яких рівняння ,має два. корені, (О >. 0), 
знаходимо обидва корені
За2 + 6а + 1 = 0, 
3-2л/з
щ або а 2  =
з+гТз *1 = *2
х , = х 9 =
-(а-3)±0
~2(а-1)
3-а
2а-2
Знаходимо значення параметра а, при 
яких рівняння матиме два рівні корені 
(D = 0)
5.2
Щ  =
3-2ч/3 Х і= х 2
„ з-гУз 
з
3~2Уз
-і->/з
Обчислюємо корені при кожному 
значенні параметра
2- -2
а 2
3+2%/3
о 3+2х/3 г-
3~ —з— _-1+7з
х 1 - х 2 -  2
5.3 а є
3-2л/3
U
ґ 3+2V3 , Л
---------- * -}- оо
у
х є 0 Знаходимо значення параметра, при 
яких D < 0
Відповідь . Якщо а  є 
3+2л/3
3-2 \[3 \ (  
yj
V У
3+2J3
* +  сю
V
то х є 0; якщо а  = 3-2л/3 то х  =
У
якщо а  = —і+>Уз . іто х  = ------------; якщо а = 1, то х  = — ; якщо а  є
2 2
3-2 7з
;1 u 1;
3+2л/3 то
*1,2 -
-(а-3)±\/-3а2+6а+1
2(й-1)
. іТїї' 
--Г . А ,---------Ж -J ___ ,
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f (a ) = a2 + a -  2; cp (a) = 2a2 + a + 3;
h(a) = a2 -  1.
Знайдемо дискримінант квадратного рівнян­
ня: D = (2a2 + a + З)2 -  4 ■ (a2 + a - 2)(a2 -  1] = 
= 4a4 + 4a2(a + 3) + a2 + 6a + 9 -  4a4 + 4a2 -  4a3 + 
+ 4a + 8a2 -  8 = (5a + l)2 > 0.
Розглянемо розв’язання квадратного рівнян­
ня залежно від знака його дискримінанта.
5.1. Якщо D > 0; (5a + І)2 > 0, а ? * - - ,  то
5
рівняння матиме два різні корені: 
-(2a2+a+3)+(5a+l)
* 1,2 2(a2+a-2 )
отже,
*1 =-
-2 a2-a-3+5a+l -2 a2+4a-2
2(a +a-2)
-a  +2a-l 
a2+ a -2
a-1
a+2
2(a +a-2) 
(a ї  -2) або
*2
-2 a2-a -3 -5 a -l -2 a2-6 a -4
2(a +a-2) 2(a2+a-2)
-a  -3a -2 a+1 (a *  1).
a2+a-2 a-1
5.2. Якщо D = 0; (5a + l)2 = 
рівняння матиме два рівні корені:
0,
х 1= х 2 = - Н - Ю
2 Й ' Г 2)
2
З '
Позначимо знайдені розв’язки на прямій па­
раметрів та запишемо відповідь (мал. 2).
Мал. 2
U
Відповідь. Якщо а  є  (-<*>; -  2) и  ^-2; 
( ' ^ 1)  и (1: + 4  то * ! = -
а+1
a-1 *2 =
5 / U
1-а 
а+2 ’
1о - 1 2якщо а = -2, то х  = - — ; якщо а = , то х  = ;
З 5 3
якщо а = 1, то х = 0.
Вправи для самостійного розв’язання
Група А
1. Розв’яжіть рівняння з параметром а:
1) 2л2 -  (а -  \)х + а + 1 = 0;
2) ах2 + 2х + 1 = 0;
3) ах2 -  (а + 1)х + а2 + а = 0;
4) (а -  б)*2 + Зах -  (а -  5) = 0.
2. Розв’яжіть рівняння з параметром а:
1) х2 -  ах -  2а2 = 0;
2) ах2 -  (а + 1)х + 1 = 0;
3) (а -  І)*2 + 2(2а + 1)х + 4а + 3 = 0;
4) (2а -  І)*2 -  (За + 1)х -  а -  1 = 0;
5) (а2 + а - 2)х2 -  (2а2 + а + 3)х + а2 -  1 = 0.
3. Розв’яжіть рівняння з параметром а:
1) л2 + 1 = а[>? -  1} -  2х,
2) л(х + 3) + а(а -  3) = 2(ах -  1);
3) (х -  а)2 + (1 - ах)2 -  2х = 2а[а -  2}х, .
4) (1 + ах)х = (1 -  х)а2 + а + 1;
5) (х - 1)(х -  2) = (а -  1)(а -  2).
4. Розв’яжіть рівняння з параметром а:
1) (х + а)(х -  а) -  2ах = а(3а -  2х);
2) (х + 13а)2 + 9(х + За)2 = 4(х + 10а)2;
3) а2(1 + х)2 = (а2 + х)2.
5. При яких значеннях параметра а рівняння 
(а2 -  а -  2).х2 + 2х + 5 = 0 є лінійним?
6. Знайдіть всі значення параметра а, для 
яких квадратне рівняння (а + ljx2 + 2(а + 1) х 
х х  + а -  2 = 0: а) має два різні корені; б) не 
має коренів; в) має два рівні корені.
7. Визначте, при яких значеннях параме­
тра т корені рівнянь будуть: а) дійсні рівні; 
б) дійсні різні; в) рівняння не матимуть дій­
сних коренів:
1) тх2 -  (З т  + 1)х + т = 0;
2) (2 -  Зт)*2 -  2 тх  + 1 -  т  = 0;
3) ( т  -  4)*? + ( т  + і)х  + 2т - 1  = 0;
4) (З т  -  2)у? -  (5 т  + 2)х + 5 т  - 1 = 0 .
8. Знайдіть усі значення параметра а, при 
яких рівняння має хоча б один корінь:
1) х® - 2(а -  1)х + 2а + 1 = 0;
2) (а — 2)*® -  2ах + 2а -  3 = 0.
9. Знайдіть найменше значення параметра 
h, при якому рівняння (h + 13)x® -  2(h + 1)х + 
+ h -  3 = 0 має один корінь.
10. При яких значеннях параметра р  рів­
няння х2 + 2[р -  1)х + р(р -  3) = 0 має корені 
різних знаків?
Група Б
11. Розв’яжіть рівняння з параметрами а, Ь:
1) аЬх2 -  (а2 + Щх + ab = 0;
2) ab*2 -  (а2 -  Щх + (а -  Ь)2 = 0.
, 12. Розв’яжіть рівняння; .... ...
1) (2а + х)(2Ь -  х) + (2а -  х)(2Ь + х) +
+ 2а2 + 8Ь2 = 0, де а, Ь — параметри;
2) (х -  а)(х -  Ь) + (а + Ь)х = (Ь -  х)(а + х), де 
а, b — параметри;
3) (х -  а)2 + (х -  Ь)2 = (а -  Ь)2, де а  b — па­
раметри.
13. Доведіть, що рівняння
Зх2 -  (Зт + п)х + (ти  -  1) = 0
при всіх значеннях параметрів т, п має дій­
сні корені.
Група В
14. Розв’яжіть рівняння з параметрами 
т , п:
1) х4 + т2п2 = (т 2 + Щ х2;
2) т 2п2х4 -  (т 4 + Щх2 + т2п2 = 0;
3) х4 -  (ти  + 1)х® + тп = 0;
4) х4 + тп = ( т  + п)*"2.
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Відповіді
Група А:
1. 1) Якщо а є ( - ° ° ;5 -  4 лД )и (5  + 4Т2;
а-1±т/а2-10а-7 . сг
то Х і 2 = -------- --------- ; якщо а = 5 + 4%/2,
то Х і= Х 2 = 1  + \І2 ; якщо а = 5 - 4л/2 , то
х \ =  х 2 =1-л/2 ; якщо а є  (5-4л/2;5 + 4л/2 ,^
то х є 0; 2) якщо а є (-<*>; 0) u (0; 1), то
-l±VBa „ _ _х і,2 ~ --- -----; якщо а = 0, то х = - 0,5; якщо
а = 1, то х, = = -1; якщо а є (1; + °°), то х є 0;
і якщо а є - і) u (-1; 0) и (0; + °°), то хх = l;t
х 2
а2+а+1 с, о о5) якщо а = — , то х  = — ; якщо 
2 8
ае
3) якщо а є (-со; - 1) u ( 1-у/Ї7- ;0 Ь
х і,2 -
а+1±^(а+1)(-4а2+а+ і)
0;
, Іь/Г7 , ТО
2а
1-л/І7; якщо а = —-— , то
хх= х2 -ТЇ7+1 а - 1+л/Ї7 ТО X] = х2 V17+14 ’ 8 • - і  - і  4
якщо а = - 1, то X! = х2 = 0; при інших значеннях 
параметра х є 0; 4) якщо а = 5, то х = 0; якщо
(Г ° ; | ) и0 :+ ° ° ) ’ TOXl = <% X2 = 3 ~ a-
4. 1) Якщо а = 0, то х = 0; якщо а Ф 0, то 
х = ± 2а; 2) якщо а = 0, то х = 0; якщо а ф 0, 
то х = ± 5а; 3) якщо а = ± 1, то х є Я; якщо а є
і є (_ оо; - і) и (-1; 1) и (1; + °°), то х = ± а.
5. а = 2, а = -1.
6. а) а є (-1; + <*>); б) а є (- °°; - 1]; в) а є 0 .
І 7. 1) а) -1; - 0,2; б) тп є (- оо; - 1) и (- 0,2; 0) и 
и (0; + со); в) m є ( -  1; -  0,2); 2) а) 0,5; 2;
б) me {Ь ,5 ;^иф ;2^ ; в) т є (- оо; 0,5) и 
и (2; + оо); 3) а) |; 5; б) гпє 0 ;  4^и(4; 5);
в) т е  (-со;|^и(5; + оо);4)а) ~  ; 2; б) т е  (~ ;0 и
| ;2); в) m e(-oo ;-| )u (2; + oo).
8. 1) а є (- оо; 0] и [4; + оо); 2) а є [1; 6].
9. h = -13. 10. 1) р є (0; 3).
Група Б:
и
-3a±J9a2+4(a-5)2
а є (- оо; 5) U  (5; + оо), то х12 =-----2(а-5)------- ’
2. 1) Якщо a = 0, то Xj = х^  = 0; якщо а є (- °°; 0) и 
и (0; + оо), то xt = -  а; х2 = 2а; 2) якщо а = 0,
то х = 1; якщо а Ф 0 і а Ф 1, то х. = 1, х2 = —;
ЯКЩО
то
а = 1, то х = 1; 3) якщо ає ^-оо;-0 , 
3; якщо а є В ;І)  (і: + оо) f
- (2 a + lW 5 a + 4  4Xj 2 = —---- ----------; якщо а = -
а -і
то
5 ’ Т°  Х =  - | ;
4) якщо ає 9 -V 8 4 ;-9  + V84^, то х є 0 ; якщо
ає (1-оо; -9 -  v/84  ^у + ,/84; (),5у.; (0,5; і — ) *
За+1+\/а2+18а-3 _ _
то х = ----- 2{2а 1)----- ’ якш'° а = ~ 0,5, то
х = - 0,2; якщо а = -9-л/84, то 3V84+26 .
Зл/84-26якщо а = - 9 + V84, то х =
і
1784+38 ’
—г—-----; 5) якщо а =
4V84-38 1
2, то х = ~ : якщо а = 1, то х = 0; якщо
1 2 / оЧ а = - - ,  то Х і = х 2 = - —; якщо а є (- ° ° ; -2 )є
то
3. 1) Якщо а = 0, то х, = х2 = 0”; якщо а = 1, 
то х = - 1; якщо а є (- °°; 0) и (0; 1) и (1; + со),
то х, = - 1; Хо = ^ ВІ; 2) х. = а - 1; х„ = а - 2
при будь-яких значеннях параметра сц 3) х1 = 
= х2 = 1 при будь-яких значеннях параметра а; 
4) якщо а = 0, то х = 1; якщо а = -1, то х = 1;
11.1) Якщо а = 0 і b Ф 0, то х = 0; якщо а Ф 0 
і b = 0, то х = 0; якщо а = b = 0, то х є Я;
якщо а Ф ± Ь, то Хі = — ; Хо = —; якщо а = Ь Ф 
4 b ■‘ а
*  0, то х = 1; якщо а = -  Ь ф 0, то х = -1; 2) якщо 
а = 0 і Ь * 0, то х = -1; якщо а * 0 і b = 0, то
х = 1; якщо а = b = 0, то х є Я; якщо а * Ь,
л . , „ а -b  а -Ьа * 0 і b # 0, то Х1 = : х2 = — - ; якщо а =
Ь, то х = 0. Вказівка до 2). У формулі коренів 
рівняння вираз під знаком кореня доцільно по­
дати у вигляді (а - Ь)4. 12. 1) При будь-яких 
значеннях параметрів a, b х1 2 = ± (а + 2Ь); 
2) при будь-яких значеннях параметрів a, b
х, = 0; х2 = ; 3) якщо а # Ь, то х1 = а  х^  = Ь;
якщо а = Ь, то х = а.
Група В:
14. 1) Якщо т ї п ,  то х12 = ± тщх34 = ± іх
якщо m = п, то Xj = ± т; 2) якщо тпф п, m Ф 0,
„ . т  . п „
пф 0, то Xj 2 = ± — ; х3 4 = + — ; якщо т =  п = 0,
то х є Я; 3) якщо тп = 1, то х — ± 1; якщо mn
 ^ 1 і ти  > 0, то Xj 2 = ± 1; х3 4 -±^ т п  ; якщо 
тп ф 1 і тп < 0, то Xj 2 = ± 1; якщо тп Ф 1 і тп 
= 0, то х = 0; 4) якщо т  = п = 0, то х = 0; якщо 
т = п ф 0 і т > 0 ,  то х12 = ±т;  якщо т > 0 і
п > 0, то Xj 2 =±\fm ; х3 4 =±Va ; якщо п > 0 
і т < 0, то Xj 2 = ±>/гг ; якщо п < 0 і m > 0, то 
Хі,2 =±\[т ; якщо т < 0 і п < 0, то х є 0 .
Передплатний індекс 68834 Математика в рідній школі», № 10, 2015
